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Аннотация. Рассматривается быстропротекающий трёхмерный процесс консолидации слоя металла, полу-
ченного при реализации аддитивной технологии путём прямой подачи порошка и энергии лазера. В основу 
математической модели положены уравнения равновесия с вязкоупругопластической реологической моде-
лью. Учитывается влияние температуры и фазового состояния среды на её физико-механические и тепло-
физические свойства. Численное решение задачи производится методом конечных элементов с использова-
нием адаптивного алгоритма построения сеточной области. Показано влияние технологических режимов 
(мощности лазера, скорости сканирования) на эволюцию технологических напряжений в наращиваемом 
слое металла. 
 
Summary. The paper considers a fast three-dimensional process of consolidation of a metal layer obtained by im-
plementing additive technology by direct supply of powder and laser energy. The mathematical model is based on 
equilibrium equations with a viscous-elastoplastic rheological model. The influence of temperature and phase state 
of the medium on its physical, mechanical and thermal properties is taken into account. The numerical solution of 
the problem is performed by the finite element method using an adaptive algorithm for constructing a grid domain. 
The influence of process modes (laser power, scanning speed) on the evolution of process stresses in the growing 
metal layer is shown. 
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Введение. В лазерном аддитивном производстве металлоизделий определение остаточных 
напряжений необходимо для достижения точности размеров выращиваемого изделия (коробле-
ние), предотвращения преждевременного усталостного его разрушения и расслоения [1; 2]. По-
скольку на аддитивный процесс наращивания влияет более 70 параметров [2], экспериментальные 
исследования по определению остаточных напряжений требуют много времени и средств. Более 
того, экспериментальные измерения зависят от формы и размера изделия, уровня и эволюции из-
меренных напряжений, подготовки образцов к измерению и точности измерения методами рент-
геновской или нейтронной дифракции. В этих условиях математическое моделирование термоме-
ханических процессов при затвердевании металла в технологиях аддитивного производства изде-
лий имеет большое значение и является менее затратным методом исследования с большей ин-
формативностью [1; 2]. Процесс аддитивного производства включает нагрев, плавление и затвер-
девание расплава в условиях движущегося лазерного источника энергии с послойным выращива-



 
 
 
нием изделия. В результате этого различные области заготовки подвергаются повторному нагреву 
и охлаждению [2]. Пространственно-временные температурные циклы сопровождаются аккуму-
ляцией введённого от лазерного источника тепла и развитием остаточных напряжений и деформа-
ций, приводящих к возможному образованию дефектов (трещины, расслоения, коробление и т. д.) 
[1–3]. 

Однако и математическая формализация лазерного аддитивного наращивания сопряжена с 
большими трудностями [2]. При затвердевании металла в нём протекают сложнейшие физические, 
диффузионные, химические, металлургические и микроструктурные процессы. Фазовый переход в 
материале сопровождается большими градиентами температур (до G = 14 град/мкм) и определяет 
уровень и эволюцию технологических напряжений. Их значения могут превысить предел набран-
ной прочности материала, что приводит к образованию микротрещин, вплоть до образования ма-
гистральных. Высокая скорость охлаждения (103…106

 град/с) определяет формирующуюся мор-
фологию и микроструктуру материала (например, размер и ориентацию зёрен), а следовательно, и 
его физико-механические свойства. 

Кроме этого, фазовый переход в металлах представляет собой сильный релаксационный 
процесс. Считается [2], что в интервале температур  0,8m mT T T    в окрестности температуры 

плавления в затвердевающем металле преобладают вязкоупругие свойства. В дальнейшем, в про-
цессе охлаждения материала и микроструктурных изменений, его реологические свойства пред-
ставляются в виде упругопластических моделей [2] с зависящими от температуры физико-
механическими свойствами. С теоретической точки зрения рассматриваемую задачу можно отне-
сти к механике растущих тел [4; 5]. В этих условиях аналитическое решение рассматриваемой за-
дачи удаётся получить в крайне упрощённых постановках [4–6]. 

Одна из первых работ, посвящённых построению определяющих соотношений при затвер-
девании металлов с упругопластической реологией применительно к аддитивным технологиям, 
выполнена Линдгреном [7]. В работе [8] представлено численное решение рассматриваемой зада-
чи в упрощённой упругой постановке с использованием метода конечных разностей. Показано, 
что продольные остаточные напряжения (по направлению сканирования), возникающие в форми-
руемом металлическом слое, в два раза превышают поперечные. 

В работах [9–16] рассматривается математическое моделирование отверждения вязкоупру-
гого материала с использованием метода конечных элементов. В рамках двухкомпонентной среды 
на основе феноменологического подхода разработана система определяющих уравнений, описы-
вающих термомеханическое поведение материала в условиях затвердевания. Модель предназна-
чена для описания напряжённо-деформированного состояния в температурном диапазоне, охваты-
вающем интервалы реализации фазовых и релаксационных переходов при конечных деформациях. 
Основные уравнения термомеханохимии оказываются связанными с взаимным влиянием напря-
жённо-деформированного состояния отверждаемого материала и кинетики отверждения. В насто-
ящей работе развивается этот подход для математического моделирования остаточных напряже-
ний, возникающих при затвердевании вязкоупругопластического слоя металла. Разработанная ма-
тематическая модель используется для анализа влияния режимов 3D-печати в прямых лазерных 
технологиях на напряжённо-деформированное состояние наращиваемого слоя металла. Эволюцию 
распределения температуры в слое и его геометрии получаем из результатов численного модели-
рования гидродинамической стадии наращивания [17; 18]. 

Постановка задачи. Лазерное наращивание слоя с использованием аддитивной технологии 
представляет собой сложный быстропротекающий физический процесс, включающий в себя явле-
ния конвективного тепломассопереноса, термодиффузии, прироста массы путём струйной подачи 
порошка потоком инертного газа, сопровождаемые фазовым переходом плавления при воздей-
ствии лазерным излучением с последующим затвердеванием остывающей ванны расплава. В 
начальный момент времени предполагаем плоскость поверхности подложки (см. рис. 1) плоской с 
начальной температурой подогрева. При включении лазера рабочая поверхность подложки начи-
нает плавиться с образованием расплавленной ванночки в форме параболоида. В неё с характер-



 
 
 
ным временем запаздывания, вызванного полётом частиц от сопла до поверхности подложки, 
начинает постоянно добавляться поток массы порошка. В результате на поверхности подложки 
формируется металлический слой (см. рис. 1).  

 

 
 

Рис. 1. Расчётная область 
 

Математическая модель гидродинамической стадии тепломассопереноса в ванне расплава с 
реализацией численного алгоритма приведена в работах [17; 18]. Путём её численного решения 
получаем эволюцию температурного поля и профиля наращиваемого металлического слоя. Эти 
данные являются начальными условиями рассматриваемой термомеханической задачи. Считаем, 
что все физико-механические параметры материала (модуль сдвига, объёмный модуль, предел те-
кучести, вязкость и т. д.), определяющие его упругие, вязкие и пластические свойства, зависят от 
фазового состояния, температуры и приведены на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость свойств материала от температуры 
 

Таким образом, с учётом сделанных предположений термомеханическая задача определе-
ния остаточных напряжений при известном распределении температурного поля ( , , , )T T t x y z  в 
расчётной области (см. рис. 1) будет заключаться в определении вектора перемещений u


и гидро-

статического давления p, удовлетворяющих уравнениям равновесия: 
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

σ I s  – полный тензор напряжений, здесь s – девиатор тензора напряжений σ ; b


– век-
тор объёмных сил; K(T) – объёмный модуль упругости. 

Объёмные деформации включают в себя деформации теплового расширения и структурной 
усадки [15; 16]: 
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где (1 )s lf f   – доля твёрдой фазы в расплаве, здесь fl – относительное содержание жидкой фа-

зы; ( )T    – объёмный коэффициент теплового расширения; 
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Для определения пластических деформаций используем ассоциированное правило течения: 

3
: 0

2 y sf   s s , 

где ( )y T – предел текучести. 

В качестве реологического уравнения затвердевающего расплава металла принимаем мо-
дель Шведова – Бингама: 
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где ( )T  – пластическая вязкость;   – норма Фробениуса;   – скобки Макалея. 

Моделирование производим с граничными условиями, приведёнными на рис. 1, и отсут-
ствием крепления подложки. 

Следует отметить: приведённая выше математическая модель позволяет проводить модели-
рование от фазового состояния вязкой несжимаемой жидкости до условий полного затвердевания 
и охлаждения слоя. 

Результаты расчётов. Численное решение приведённой термомеханической задачи произ-
водим с использованием метода смешанных конечных элементов с выбором аппроксимирующего 
базиса полей перемещения и гидростатического давления, удовлетворяющего LBB-условию [19]. 

Лазер с варьируемой интенсивностью излучения Es = 60…80 Дж/мм2 сканирует подложку 
(см. рис. 1) размером 60х10х10 мм со скоростью Vск = 6…10 мм/с при массовом расходе порошка 
М = 4…8 г/мин. Теплофизические свойства материалов порошка и подложки приведены на рис. 2.  
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Рис. 3. Распределение безразмерной температуры, отнесённой к температуре плавления, в 
окрестности лазерного источника (а) и распределение нормализованной температуры в сечении 

Oxy (б) на рис. 1. Белым цветом выделена ванна с расплавом (T > Tm) 
 
На рис. 3 иллюстрируется распределение безразмерной температуры (нормализованной 

температурой плавления) в окрестности области воздействия лазерного луча в условиях установ-
ления режима тепломассопереноса в ванне с расплавом [18]. Сравнение результатов численного 
расчёта с экспериментом свидетельствует об адекватности математической модели [15]. Ввиду 
больших градиентов температуры в области затвердевания расплава конечно-элементная сетка 
адаптируется к решению с её измельчением в зонах максимальных градиентов (см. рис. 4). 

Пространственно-временные изменения профилей расплавленной ванны и формируемого 
слоя металла при лазерном направленном энергетическом наращивании [17; 18] в значительной 
степени влияют на эволюцию технологических напряжений и образование дефектов 3D-печати. 
Более того, они оказывают решающее влияние на геометрическую целостность наращиваемого 
слоя (эффект баллинга, отсутствие адгезии с подложкой и т. д.). На рис. 5 приведена эволюция 
геометрии ванны с расплавом и наращиваемого слоя. Из результатов расчётов следует, что в про-
цессе наращивания геометрия ванны расплава и формируемого слоя приобретает квази-
установившее состояние. 

 

 
 

Рис. 4. Конечно-элементная сетка расчётной области с адаптацией  



 
 
 

 
 

Рис. 5. Эволюция температуры и геометрии ванны с наращиваемым слоем 
 

При охлаждении слоя до комнатной температуры в нём возникают остаточные напряжения 
и деформации. Распределение продольных и поперечных напряжений в системе слой-подложка 
приведено на рис. 6. Из результатов численных расчётов следует, что в слое формируются растя-
гивающие напряжения, а в подложке – сжимающие. При этом уровень поперечных напряжений в 
слое ниже продольных. 

 

 
 

Рис. 6. Распределение нормализованных к пределу текучести 
y

   
  

остаточных продольных (а) и поперечных (б) напряжений  
 

При заданном массовом расходе порошка набольшее влияние на уровень остаточных 
напряжений оказывают технологические режимы процесса наращивания слоя – мощность лазера и 
скорость сканирования. На рис. 7 иллюстрируется распределение остаточных напряжений на 
поверхности слоя в функции от интенсивности излучения лазерного источника. Расчёт 
производим при постоянной скорости сканирования. Из результатов расчёта следует, что 
увеличение мощности лазерного источника приводит к росту продольных и поперечных 



 
 
 
остаточных напряжений (см. рис. 7). Уровень поперечных остаточных напряжений (см. рис. 7, б) в 
1,6 раз меньше, что согласуется с известными численными и экспериментальными иссле-
дованиями [2]. 

 

 
 

1 – Es = 60 Дж/мм2; 2 – Es = 70 Дж/мм2; 3 – Es = 80 Дж/мм2 
Рис. 7. Распределение нормализованных остаточных напряжений в функции  

от интенсивности лазерного излучения: а – продольные остаточные напряжения;  
б – поперечные остаточные напряжения 

 
На рис. 8 показано распределение остаточных напряжений в функции от скорости 

сканирования лазерным источником поверхности подложки при постоянной его интенсивности 
излучения. Из результатов расчёта следует, что увеличение скорости сканирования также 
приводит к росту величины продольных (см. рис. 8, а) и поперечных (см. рис. 8, б) остаточных 
напряжений. Это связано с ростом градиента температуры в наращиваемом слое. 

 

 
 

1 – Vск = 400 мм/мин; 2 – Vск = 500 мм/мин; 3 – Vск= 600 мм/мин  

Рис. 8. Распределение нормализованных 
y

   
 остаточных напряжений в функции от скорости 

сканирования: а – продольные остаточные напряжения, б – поперечные остаточные напряжения 
 

Заключение. Рассмотрен быстропротекающий трёхмерный процесс консолидации наращива-
ния слоя металла с использованием прямой подачи порошка и энергии лазера. Моделирование 
уровня возникающих технологических напряжений проведено с учётом эволюции температурного 



 
 
 
поля в ванне с расплавом. Достоинством предложенных определяющих соотношений в термоме-
ханической модели является описание непрерывности в эволюции напряжённо-деформированного 
состояния в условиях фазового перехода расплава (от вязкой несжимаемой жидкости до затверде-
вающего слоя с упругопластической реологией). Предложен устойчивый численный алгоритм ре-
шения задачи с использованием метода смешанных конечных элементов. Показано влияние мощ-
ности лазерного источника энергии и скорости сканирования им поверхности подложки на уро-
вень остаточных технологических напряжений в системе подложка-слой. 
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